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ВВЕДЕНИЕ
Предложено использовать понятие виртуаль-

ных потоков биомассы в качестве эффективных 
инструментов оценки уровня воздействия хими-
ческих загрязнений промышленных предприя-
тий на окружающие их лесные массивы (ЛМ) [1]. 
Введение в теорию и практику защиты ЛМ вир-
туальных потоков биомассы позволит построить 
нечетко-дифференциальные математические 
модели, описывающие воздействие выбросов 
химических загрязнений на ЛМ в условиях не-
полной или неопределенной информации с ис-
пользованием различного вида комплексных 
показателей состояния ЛМ [1–3], которые ши-
роко применяют для анализа состояния сложных 
химических процессов и химико-технологиче-
ских систем [1–7]. Предложенные нечетко-диф-
ференциальные математические модели исполь-

зуют для описания неопределенных переменных, 
таких как плотность биомассы и виртуальные 
потоки биомассы, а также функции принадлеж-
ности (ФП) этих переменных областям их опре-
деления [8–10]. Применение нечетко-дифферен-
циальных математических моделей обусловлено 
нечетким характером количественных оценок 
плотности и потоков виртуальной биомассы.

Целью настоящего исследования является раз-
работка нечетко-интервальной математической 
модели процессов изменения лесной биомассы, 
которая на основе новых понятий и новых эколо-
гических показателей в виде виртуальных услов-
ных потоков биомассы, предложенных в данной 
статье, может быть использована для оценки воз-
действий в условиях неопределенности техноген-
ных химических загрязнений на ЛМ.

Для построения нечетко-интервальной ма-
тематической модели процессов изменения лес-
ной биомассы с учетом виртуальных потоков 
биомассы, как одной из важных задач прове-
денных исследований, рассмотрены три нечет-
ко-интервальные модели с различными вариан-
тами интервальных вычислений.

ЭКСПЕРИМЕНТ
В данной статье в качестве нечетких перемен-

ных использованы треугольные нечеткие числа 
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(ТНЧ), отличающиеся упрощенной арифмети-
кой с операциями: сложение, простое умножение 
на вещественное число, простое деление ТНЧ на 
вещественное число, α-сечение ТНЧ [10], ко-
торое заменяет исходное нечеткое число [В]α на 
закрытые четкие интервалы [В]α, которые на-
зываются α-сечениями ТНЧ (рис. 1) и которые 
определяются по следующей формуле:

	 B b b x R xB[ ] = 



 = ∈ ∈ ≥{ }‑ +

a a a a µ a, , [ , ] : ( )0 1 , (1)

где b ba a
‑ +,  – нижняя и верхняя границы ТНЧ, 

µB(x) – функция принадлежности ТНЧ.
Для математического моделирования процес-

сов изменения биомассы и виртуальных потоков 
биомассы в условиях неопределенности параме-
тров состояния биомассы ЛМ использовано при-
ближение треугольных нечетких чисел и метод 
α-сечений для отображения ТНЧ (рис. 1).

Важную роль в теории интервальных нечетких 
чисел (ИНЧ) играет операция вычитания [11–13]. 
Эта операция имеет важное значение, так как ис-
пользуется при составлении конечно-разностных 
отношений для интервалов и нечетких чисел.

Основы дифференциального исчисления ин-
тервалов и арифметики нечетких чисел изложе-
ны в работах [11–13]. Ряд алгоритмов численно-
го решения интервальных и нечетких уравнений 
с использованием разностей интервалов Хукаха-
ры и Заде предложены в работе [13].

Обзор математических методов решения не-
четких обыкновенных дифференциальных урав-
нений (ОДУ) с использованием различных при-
ближений вычисления нечетких производных 
представлен в работах [14, 15].

Вычислительные эксперименты проводились 
с использованием системы компьютерной мате-
матики МатЛаб.

В работе [16] предложена гибридная нечеткая 
дифференциально-продукционная модель про-
цесса сушки окатыша в приближении нечеткой 
оценки параметров и переменных. В статье [17] 
изложены нечеткие алгоритмы для решения ин-
тервальных и нечетких ОДУ, что является важ-
ным шагом в развитии методов решения нечет-
ко-интервально-дифференциальных задач.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Исходная математическая модель процессов 

изменения лесной биомассы в условиях неопреде-
ленности. В данной статье в качестве интеграль-
ного показателя антропогенного воздействия на 
лесные массивы используется величина вирту-
ального потока лесной биомассы, уменьшение 
которой обусловлено увеличением химическо-
го загрязнения территории в результате воздей-
ствия газовых выбросов промышленных пред-
приятий (ПП). Увеличение биомассы может 
быть обусловлено уменьшением газовых выбро-
сов ПП вследствие реконструкции и модерниза-
ции газоочистных сооружений.

Для математического моделирования процес-
сов изменения биомассы ЛМ под воздействием 
химических загрязнений ПП использовано не-
линейное одномерное ОДУ первого порядка – 
уравнение Ферхюльста [18] – следующего вида:

	
db
d

b b

b b
τ

= ‑

=







( )

( )
,

1

0 0

	 (2)

где b
B
M

=  – безразмерная плотность биомассы 

ЛМ, B – реальная плотность биомассы, кг  м–2; 
M – предельная плотность биомассы при нулевом 
значении химических загрязнений, кг м–2; t – вре-
мя, мес.; G – коэффициент прироста биомассы, 
м2 кг–1 мес.–1; g = GM – удельный коэффициент 
прироста биомассы, мес.–1; τ = gt – безразмерное 
время; T – время релаксации лесного массива как 
динамической системы, мес.; b0 – начальная без-
размерная плотность биомассы; Tg = gT – безраз-

мерное время релаксации; τ τ
n

gT
t

T
= =  – безраз-

мерное нормализованное время.
Предложенная авторами статьи математиче-

ская модель отличается от исходной модели (2), 
во-первых, учетом неопределенности и, во-вто-
рых, использованием в качестве управляющего 
параметра (положительных или отрицательных) 
потоков биомассы. Как отмечено выше, нечет-
кие переменные и параметры с помощью α-сече-

μ (x)B

α

1.0

–b b +b
x

–m (α) +m (α)

Рис. 1. Графическое представление треугольного нечеткого 
числа [В]α с α-сечением: b–, b+ – левая и правая границы ТНЧ,  
b – центр ТНЧ, µB(x) – функция принадлежности ТНЧ,  
[m–(a),  m+(a)] – функции левой и правой границы ТНЧ 
для α-сечений.



13НЕЧЕТКО-ИНТЕРВАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССОВ ИЗМЕНЕНИЯ ЛЕСНОЙ БИОМАССЫ

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ХИМИЯ, НАУКИ О МАТЕРИАЛАХ  том 519  2024

ний могут быть преобразованы в четкие интер-
вальные переменные и параметры (см. рис. 1).

Таким образом, результатом преобразова-
ния ОДУ с помощью α-сечений является набор 
четких интервалов, представляющих нижнюю и 
верхнюю границы α-сечений:

	
db
d

b b q

b b

�
� � �

� �
τ

= ‑ ‑

=







( )

( )

,
1

0 0

	 (3)

где знак “~” используется для обозначения ТНЧ, 

q
Q

Mg
=  – плотность безразмерного нормализо-

ванного (положительного или отрицательного) 
виртуального потока биомассы, Q – безраз-
мерный нормализованный положительный или 
отрицательный виртуальный расход биомассы 
(кг м–2 мес.–1).

Формула (3), в отличие от классической мо-
дели процессов изменения биомассы (2), учиты-
вает в условиях неопределенности воздействие 
на биосистему виртуальных потоков биомассы. 
В результате применения α-сечений к нечет-
кому ОДУ (3) создается интервальное ОДУ (4), 
которое распадается на два ОДУ, представляю-
щих нижнюю и верхнюю границы полученных 
интервалов. Проведенные на компьютере чис-
ленные эксперименты показали, что начальная 
величина виртуальных потоков биомассы не 
должна превышать некоторого определяемо-
го экспериментально отрицательного порога, в 
результате превышения которого величина био-
массы ЛМ становиться отрицательной.

Для удобства описания уравнений предло-
женной в статье нечетко-интервальной модели 
изменения лесной биомассы под воздействием 
техногенных химических загрязнений в услови-
ях неопределенности обозначим безразмерное 
время латинской буквой t. При этом нечетко-ин-
тервальная модель (3) с использованием α-сече-
ний преобразуется в интервальное уравнение (4) 
[2, 10], которое принимает следующий вид:
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	 (4)

Нечетко-интервальная модель процессов изме-
нения лесной биомассы. В данной статье на основе 
соотношений, предложенных в работах Минков-

ского, Заде и Хукахары для операции нечеткой 
разности и вычитания интервалов [9–12], полу-
чены дифференциальные и конечно-разностные 
уравнения, описывающие с использованием вир-
туальных потоков баланс биомассы ЛМ.

Рассмотрим нечеткую задачу Коши (4), кото-
рую с помощью α-сечений для ТНЧ можно ото-
бразить в виде следующих двух интервальных 
уравнений:
	 [dʹ(t), uʹ(t)] = [f(d, u, qu), f(u, d, qd)],	 (5)
	 [dʹ(t), uʹ(t)] = [f(u, d, qd), f(d, u, qu)],	 (6)
где: d, (u) – нижняя (верхняя) границы биомассы 
ЛМ; q–, (q+) – нижняя (верхняя) границы вир-
туального потока биомассы: qu q qd q= =+ ‑, ;  
f x y z x y z( , , ) = ‑ ‑2  – вспомогательная функ-
ция, используемая для краткого обозначения 
правой части нечеткой формы ОДУ (4).

Для представления ИНЧ �b t( )  (см. рис. 1) ис-
пользуют набор α-сечений: b t b t b t( ) ( ), ( )[ ] = 





‑ +
a a a .  

Введем в соответствии с (5) и (6) следую-
щие обозначения: b t d t b t u ta a

‑ +→ →( ) ( ), ( ) ( )  
(d – “down” и u – “up”). В этих обозначениях 
b t d t u t( ) ( ), ( )[ ] = [ ]a a, где [b(t)] – это интервальное 

число для отображения параметров биомассы.
Рассмотрим операции решения задачи Коши 

с учетом соотношений (5) и (6). По определению 
правая производная в точке t T0 ∈ , где T – об-
ласть определения b(t), равна:

′  =
+( )  ‑  

+ → +
b t

b t dt b t

dtdt
( ) lim

( )
0

0

0 0  =

	 = ′ ′ d t u t( ), ( )0 0 .	 (7)

При этом левая производная в точке t T0 ∈  
равна

	 ′  =
+( )  ‑   =

= ′ ′

‑ → ‑
b t

b t dt b t

dt

u t d t

dt
( ) lim

( )

( ), (

0
0

0 0

0 0 )) . 

	 (8)

Для численного решения систем интерваль-
ного отображения ОДУ (7) и (8) с учетом значе-
ний α-сечений ТНЧ используем метод конечных 
разностей. При этом численные схемы, например 
схемы Рунге–Кутты второго порядка, принимают 
для интервального уравнения (7) следующий вид:

	 d d
dt

f d u qu f D U qui i i i i i+ = + ( ) + ( )( )1 2
, , , , ,	 (9)

	 u u
dt

f u d qd f U D qdi i i i i i+ = + ( ) + ( )( )1 2
, , , , ,	 (10)

где D d dt f d u qu U u dt f u d qdi i i i i i i i= + ⋅ ( ) = + ⋅ ( ), , , , , .
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Аналогично для интервального уравнения (8) 
численная схема принимает вид:

	 d d
dt

f u d qd f U D qdi i i i i i+ = + ( ) + ( )( )1 2
, , , , ,	 (11)

	 u u
dt

f d u qu f D U qui i i i i i+ = + ( ) + ( )( )1 2
, , , , ,	 (12)

где D d dt f u d qd U u dt f d u qui i i i i i i i= + ⋅ ( ) = + ⋅ ( ), , , , , .
Также необходимо отметить, что область 

допустимых решений конечно-разностных 
уравнений (9)–(12) с учетом интервального 
отображения ТНЧ определяется условиями: 
d u D Ui i i i, ; ,≥ ≥0 0.

Результаты компьютерного моделирования 
процессов изменения лесной биомассы с использова-
нием нечетко-интервальной модели. Рассмотрим 
результаты компьютерного моделирования с уче-
том нечетких начальных условий или нечетких 
отрицательных потоков биомассы. Необходимо 
отметить, что интервальная модель (4) не мо-
жет быть представлена в виде двух независимых 
уравнений отдельно для нижней и отдельно для 
верхней границ интервалов. Уравнения (9)–(12)  
имеют общие переменные, так что, например, 
уравнение (9) зависит не только от переменной 
di, но и от ui и аналогично для других перемен-
ных модели. Поэтому система численного реше-
ния ОДУ (9)–(12) представляет собой сложную 
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Рис. 2. Графики изменения нормированной плотности лесной биомассы, представленной с помощью ширины (пунктир-
ная линия) и центров интервалов нечеткости (сплошная линия) при условии заданных значений начальной нечеткой био-
массы и заданных виртуальных потоков биомассы: модель простой арифметики OA (а); модель IA1 (б); модель IA2 (в).
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конечно-разностную систему уравнений с не-
разделенными переменными.

В данной статье конечно-разностная модель 
с разделенными переменными обозначена как 
“Обычная арифметика” (OA, Ordinary Arithme-
tic). Модель OA описывает динамику биомассы 
в приближении разделенных независимых пе-
ременных отдельно для нижней и отдельно для 
верхней границ интервалов (см. уравнения (9)–
(12)). Результаты компьютерного моделирования 
представлены на рис. 2. Каждая из конечно-раз-
ностных интервальных моделей представлена в 
виде двух графиков: графиком центров (сплош-
ные линии) и графиком ширины нечетких ин-
тервалов (пунктирные линии).

Обозначим конечно-разностную интерваль-
ную модель (9), (10) как IA1 (Interval Arithmetic-1) 
и модель (11), (12) как IA2 (Interval Arithmetic-2). 
Каждый из графиков отображает процессы из-
менения биомассы ЛМ с использованием задан-
ных интервальных начальных условий, которые 
приведены над графиками. Например, для мо-
дели простой арифметики в качестве начальных 
условий использованы следующие нормализо-
ванные ТНЧ: для начального потока q(0) = (0.05; 
0.1; 0.15) и для начальной биомассы b(0) = (0.15; 
0.2; 0.25) (рис. 2а).

Результаты моделирования, полученные с по-
мощью нечетких моделей IA1 (9), (10) и IA2 (11), 
(12), представлены на рис. 2б,в. Как следует из ри-
сунков, графики ширины интервалов (пунктир-
ные линии) имеют колоколообразную форму 
кривой Гаусса, которая для всех рассмотренных 
моделей вначале возрастает до максимального 
значения, а затем убывает до нуля. Графики цен-
тров ИНЧ (сплошные линии) имеют форму логи-
сты, которая достаточно отчетливо выделяется на 
всех рисунках (см. рис. 2б,в). Форма кривой ло-
гисты является следствием наличия двух аттрак-
торов и хорошо описывает плавный переход от 
одного аттрактора к другому [18].

ВЫВОДЫ
1.	Для моделирования процессов изменения 

состояния лесных массивов под воздействием 
химических загрязнений и в условиях неопре-
деленности предложена оригинальная нечет-
ко-интервальная модель изменения плотности 
лесной биомассы под воздействием химических 
загрязнений, позволяющая с использованием 
виртуальных отрицательных и положительных 
потоков биомассы выделять в условиях неопре-
деленности экологические зоны на территории 
смешанных лесных массивов.

2.	На основе численных аппроксимаций не-
четких исходных дифференциальных уравнений 
получены нечетко-интервальные конечно-раз-
ностные уравнения, описывающие с использо-
ванием виртуальных потоков баланс биомассы в 
лесных массивах, расположенных в районе про-
мышленных предприятий.

3.	Компьютерные эксперименты с моделью (4) 
позволили установить, что наличие двойной раз-
ности интервалов в формуле моделирования (4) 
приводит в результате к различным комбина-
циям границ интервальных переменных, что 
приводит в стационарном пределе к различным 
графическим представлениям для ширины и 
центров ТНЧ (см. рис. 2). Также в стационарном 
пределе размер ширины ТНЧ приближается к 
нулю, что можно рассматривать как возможность 
постепенного преобразования нечетких чисел 
в четкие. По своей форме график ширины ТНЧ 
совпадает с классической Гауссовой кривой, для 
которой характерны три кардинальные точки: 
одна точка максимума и две точки перегиба. Кар-
динальные точки являются важными характери-
стиками, описывающими поведение плотности 
лесной биомассы и разделяющей область моде-
лирования на четыре зоны различного экологи-
ческого поведения. 

4.	С помощью численных экспериментов уста-
новлено, что начальная величина виртуальных 
потоков биомассы не должна превышать некото-
рого, определяемого экспериментально, отрица-
тельного порога, в результате превышения кото-
рого величина биомассы лесного массива может 
стать отрицательной.
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FUZZY-INTERVAL MODEL OF FOREST BIOMASS CHANGES  
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An original fuzzy-interval model of forest biomass change processes under the influence of technogenic chem-
ical pollution under conditions of uncertainty of forest biomass state parameters is proposed. It is distinguished 
by the use of virtual positive and negative forest biomass flows with fuzzy values of forest biomass density and 
consumption parameters under the influence of chemical pollution, as well as operations of transforming initial 
differential equations with uncertain variables into interval equations with triangular fuzzy numbers (TFN), 
which allows, under conditions of fuzzy information about the biomass state, to calculate the boundaries of the 
impact and buffer zones of ecological zoning of forest areas under the influence of chemical pollution.
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